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КЪ ТЕОРТИ ВПИСАННЫХЪ и ОПИСАННЫХЪ 


‚‹ четыреугольниковъ. 


1. Теорема. Въ описанномъ. четыреугольник»: 
1) Двв прямыя, проходяшя черезъ четыре точки касаня, и 
двЪ д1агонали переезкаются въ одной точк». 
`2) Центръ круга есть ортоцентръ треугольника, образуемаго 
тремя длагоналями, 
3) Центръ круга и средины дагоналей лежать на, одной прямой. 
Доказательство. 1) Пусть четыреугольникь АВСР (®иг. 22) опи- 
санъ около окружности, центръ которой находится въ О, и С, Н, Г, К— 
четыре точки касаня. Продолживь противоположныя стороны четыре- 


Фиг. 22. 


Е 








угольника до ихъ пересфчешя въ точкахъ Е и Е, проводимъ” внъшнюю 
длагональ ЕЕ. Далзе, соединяемъь Ча и Т, НиК, в и Н, Ни Г, ТиК, 
К и С, продолжаемъ противоположныя стороны 'четыреугольника ЕЕ 
до ихъ ветрёчи въ точкахъ № и Р, проводимъ внёшнюю) магональ МР 
и продолжаемъ НК до пересъченя съ МР въ точкв $. Нусть М будетъ 
точкою пересЪченя магоналей СТ и НК: проведемь и неопредъленно 
продолжимъ прямыя РМ и ММ, при чемъ Поаиняя пусть пересёчетъ 
прямыя @Н и {К въ точкахъ 0 и В. 
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Такъ какъ въ полномъ четыреугольник® каждая д1агональ длится 
двумя другими гармонически, то пучекь №. НМК есть пучекъ гармони- 
чесый и слБдовательно точка Р есть сопряженно-гармоническая точки () 
относительно лиши @Н и точки В, относительно линш ШК, ‘откуда слВ- 
дуеть, что Р есть полюсъ прямой ММ; а такъ какъ поляры—точки В-@Н 
и точки О—1К проходятъ черезъ Р, то В и О лежать на прямой ММ. 

Подобнымъ же образомъ доказывается, что точки А, М, С, Р те- 
жатъ на одной прямой. 

Слвдовательно прямыя АС, ВО, @Т, НК пересвкаются въ точкЪ 
М и полюсы ихъ М, Р, Е, Е лежать на одной прямой, что въ общемъ 
даетъ три системы четырехъ лин!й, пересвкающихся въ одной точкЪ 


4) АС, ВО, 61, НК ь) ВО, ЕЕ, 6К, Н! 6) АС; ЕЕ, 6Н, К 


что и требовалось доказать. 

2) Мы уже видзли, что три магонали АС, ВО, ЕЕ образують 
своимъ пересвченемъ треугольникь ММР, въ которомъ каждая вершина 
есть полюсъ противолежащей стороны и достаточно припомнить, что 
прямая, проходящая черезъ полюсъ и центръ управляющей окружности, 
перпендикулярна къ полярз, чтобы заключить, что О есть ортоцентръ 
треугольника ММР. 

3) Пусть $, Т, 0 будуть соотвётственно срединами длагоналей АС, 
ВР и ЕК. Соединяемъ 5 съ О, Т сь А, проводимъ черезъь О и О пря- 
мую, которая пересвчеть АС въ \ и черезь А и О прямую, которая 
пересЪчетъ ВО, въ У. Опредфлимъ ангармоническ!й коэхФицентъь | пучка 
О. АБУМ, для чего представимъ его въ видЪ 


_ ЗМ. АУ __АМААВАУ , 
#—ВУ.АМ (АУ АЗ)АМ 
Но 
д3_АС_АМ+МС _ АУ-УС 
2 2 2 
ий потому 


ны ми УС 
И ОИ ОИ 


РУ есть биссектриса угла СПА и потому изъ треугольника СОА имземъ: 


660 „, АУ-УС Ар Ср 
Е Е 





Далье, треугольникь САЕ, сфченный прямой НК, даеть ®^ 


МС.ЕН.АК—АМ.СН. ЕК А 





откуда, вельдетве ЕН=ЕК, имъемъ 


мс..СН.. _АМ-МС (АК_СН 
АМ АК. о АМир ак 


= 


но 
ОН=оГ и ТО=ЭК, 
такъ что 
АК—СН=АК—С1=(АК--КО)—(С1Г--1)=АР— СЪ, 
и 
АМ—М —мС АО— ср 
АМ. томам Ао 
Подставляя найденныя нами величины АОН и на. 
ь и АУ АМ 
выражеше м, имземъ 
'ХВАЛОИ _1—КО 
ОТО АНИ 


Подобнымъ же образомъ для ангармоническаго коэфФицлента |, пучка 
А.ОВМ\УМ мы бы нашли величину 


АК 


кр’ такъ что и, = 


№ 


ДалЪе, ангармоничесяй коэфФхишенть м, пучка О.5УМЕ, дополни- 
тельнаго относительно пучка О.АЗУМ, имъетъ выраженемъ 


1 Е 
ы= о), Тань что и, 
г 


у 


и пучки О.БУМЕ и А.ОТ\УМ имъють равные ангармоническе коэфеи- 
тенты. Вромз того они имъютъ общий лучь АШ и потому точки пере- 
сЪченя ихъ гомологичныхь лучей АМ и 05—85, АУМ и РУ—0, АТ и 
РМ—Т лежать на одной прямой. Середина третьей длагонали О лежитъ 
на той же прямой, на основани известной теоремы Гаусса, по которой 
средины датоналей полнаго четыреугольника лежатъ на одной прямой. 

2. ЗамЪъчу, что въ описанномъ четыреугольникв могутъ быть на- 
значены еще двЪ системы четырехъ точекъ, лежалщихъ на одной прямой. 


1:99) . : 
Мы видвли что - Акт ТЬ ангармоническ!й коэфхищентъ пучка О.АЗУМ; 


но, съ другой стороны, такъ какъ АШ есть поляра точки К, @К=—по- 


ляра точки А и КГ—поляра точки О, то будетъ ангарм ическимъ 


АК 
коэФФищентомъ пучка К.ОТО@ (Въетникъ. № 66, стр. 112, Спредложеше 
Х). Слвдовательно, пучки Р.АБУМ и К.ОТОб иИыБЮтЬ равные ангармо- 
ническе коэохищенты и, кромз того, обилй лучь КО.соткуда слвдуетъь, 
что точки пересъченя томологичныхь лучей КГ и`05—У, КО и 
РУ—0, Кб и РМ—М лежать на одной прямой. Подобнымъ же обра- 
зомъ доказывается, что точка пересёченя ЗВ и @Н—Х лежить на пря- 
мой МО, такъ что четыре точки №, Х, О иУ\У лежатъ на одной прямой. 
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Соединивъ средину другой дмагонали В, сь вершинами А и С, мы бы 
получили аналогичную систему четырехъ точекъ, лежащихъ на одной 
прямой. 

3. Очевидно, что доказанныя нами свойства описанныхъ четыре- 
угольниковъ, путемъ надлежащаго измвнен1я редакщи теоремъ, имзютъ 
слЪдетнемъ н$зкоторыя замЪчательныя свойства четыреугольниковъ впи- 
санныхъ. Мы отмЪтимъ одно изъ посльднихъ, которымъ намъ сейчасъ 
придется воспользоваться: во вписанномъ четыреугольникЪ точка пере- 
сЪчен1я внутреннихь д1агоналей есть полюсъ внзшней, принимая описан- 
ный кругъ за управляющую окружность. 

4. Если въ четыреугольникв какъ суммы противоположныхъ сто- 
ронъ, такъ и зуммы противолежащихъ угловъ равны, то онъ можеть, 
какъ извЪетно, быть вписанъ и описанъ; при этомъ между радусами х 
вписаннаго и В описаннаго круговь и разстояшемъ ихъ цпентровъ @, 
аналогично разсматриваемому въ учебникахъ Элементарной Геометрия 
случаю треугольника, существуетъ постоянное отношене, къ выводу кото- 
раго мы и приступимъ. 

5. Задача. По даннымъ радусамь 7х вписаннаго и В опасаннаго 
круговъ описанно-вписаннаго четыреугольника опредфлить разетояне 
ихъ центровъ 4. 

Рьшене. Пусть четыреугольникь АВСО. (см. Фиг. 23) описанъ 
около окружности радтуса 7, центръ которой находится въ О и вписанъ 


Фиг. 23. 
т Е @ мт Е 








въ окружность радуса В,, центръ которой находится въ Р. Продолживъ про- 
тивоположныя стороны четыреугольника до ихъ пересвченя въ точкахъ 
Е и Е, проводимъ и продолжаемъ внъшнюю дагональ ЕЁ и, Отроведя 
внутренн!я дагонали АС и ВО, продолжаемъ ихъ до пересвченя со 
внфшней въ точкахъь № и М и соединяемь Ци М оъ О. Далье, пусть 
будетъ В, средина д1агонали АС и 8 средина датонали ВО; соединяемъ 
В и боьР, продолжаемъ РЗ до пересьчен1я съ ЕЁ въ точкЪ Т и соеди- 
няемъ Т сь О. Наконецъ, пусть будуть а, Н, Ги етыре точки ка- 
саня; соединяемь би Т, Ни К. ‚\» 

По доказанному ОТ, НК, АС и ВО пересъкутея въ одной точк® 
М, которая, какъ точка пересвченя внутреннихъ дагоналей описаннаго 
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четыреугольника АВСО, будетъь полюсомъ внъшней д1агонали ЕЕ относи- 
тельно окружности О и полюсомъ той же прямой ЕЕ относительно окруж- 
ности Р, какъ точка пересвченя. внутреннихь дагоналей вписаннаго 
четыреугольника АВС. Отсюда слвдуетъ, что точки М, О, Р лежать 
на одной прямой перпендикулярной къ ЕЕ: проводимъ эту прямую и 
продолжаемъ ее до пересЪчен1я съ ЕЕ въ точкВ (6). По свойству полюса, 
имфемъ 


ОМ.0 =? (1) 


РМ.Р= Вл. (2) 


Далъе, по доказанному, точки В, О, $ лежать на одной ‘прямой, 
которую и проводимъ. О есть ортоцентръ треугольника 6ММ, сл®дова- 
тельно ГО и АС, №О и ВО взаимно перпендикулярны; но кромЪ. того, 
по свойству середины хордъ, РЕК, перпендикулярна къ АС и РВ кь ВБ; 
такъ что ГО и ВР съ одной стороны, №О и РВ съ другой, перпенди- 
кулярныя къ одной и той же прямой, параллельны. СлЪдовательно 


/ЪОВ= ХОВР; 
но изъ вписуемаго четыреугольника МВРВ 
ХОВР= /ЗМР 
и затёмъ, какъ углы ©еъ перпендикулярными сторонами, 
Д8МР==/ 1Т®, 
такъ что 
ТПОВ== ХИТ 


и четыреугольникъь ОТЗО вписуемъ. Поэтому уголъ ГОТ, имзюций об- 
щую мзру съ угломъ ГЭТ, уголь прямой, и прямыя ММ и ОТ, перпен- 
дикулярныя къ одной и той же прямой ГО, параллельны. 

Изъ подоб1я прямоугольныхъ треугольниковъ ММ и 9ОТ имземъ 





ыыы 
90 от’ 
а подобе прямоугольныхъ треугольниковь (ОМ и ОРТ даетъ 
90,9 
ФР От’ 
слЪдовательно 
Му. 
90 ЧР 
и . 


9М.ОР-=00?. (3) 
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Изъ уравнений (1), (2) и (3) выводится 4 въ хункши г и В, чисто 
алгебраическимъ путемъ. Представивъ ихъ въ видЪ 


ОМ(ОМ-РОМ)=- (14%) 
(4--ОМ)(А--ОМ--ОМ)=В2 (24) 
амом-- ам) =(ОМ-- му, (4 


раскрывъ скобки въ уравненяхъ (24) и (34) и замвнивь ОМ(ОМ-- ОМ) 
черезъ 7?, мы имфемъ 


42-|-4(20М--@М)=В?— и? (4) 
аОМ-и?. (5) 


ЗатЪмъ, опредвляя изъ урав: (4) ОМ и вставляя найденную вели- 
чину въ урав. (14), мы получимъ новое уравнене 


(В2—/2—0*)*— 420) М4? (6) 
или, подставляя. сюда, по урав. (5), вмвето 426) М>, И 
(В 2 — 42) == 42а. (7) 


Решая это уравнен1е относительно 4, мы имфемъ 


4=У В и— У4вля Е. (8) 


Знакъ перваго радикала не имзетъ значен1я, передъь вторымъ же 
взять знакъ (—), потому что, очевидно, 4< Вх. 

Для дьйствительнаго значен1я @ необходимо Ви. 

6. Нетрудно показать, что если между рамусами хи В двухъ 
окружностей и разстоятемъ ихъ центровъ 4 существуетъ отношене (8), 
то безчислеяное множество четыреугольниковъ могутъ быть одновременно 
описаны около первой и вписаны во вторую. 

Пусть будуть (хиг. 23) О центръ окружности радлуса ги Р центръ 
окружности радлуса В; проведя черезъ О и Р прямую, беремъ на ней 
двЪ точки () и М, опредвленныя отношенями (1) и (2) и черезъ () про- 
водимъ прямую ЕЁ, перпендикулярную къ РО. Взявъ на окружности Р 
произвольную точку А, проводимъ изъ нея двЪ касательныя Аб и АК 
къ окружности О, которыя пусть переезкутъ прямую ЕЁ въ точках. Е 
и Е. Изъ точекъь Е и Е проводимъ вторыя касательныя ЕГ и ЕН» пе- 
ресЪкаюпйяся въ точкз С. Пусть ЕГ пересзкаеть АЕ въ точк& Ри ЕН 
пересзкаеть ЕА въ точкз В. Требуется доказать, что чтонить 
АВС вписанъ въ окружность Р. 

Прямыя СТ и НК, какъ поляры точекь Е и Е добить черезъ 
полюсъ М прямой ЕЕ. Черезь М, перпендикулярно къ СТ проводимъ 
прямую, пересвкающую окружность О въ точкахъ` СН! и К’; черезъ Н’ 
и К’ проводимъ касательныя къ окружности О, которыя своимъ пере- 
съчешемъ съ касательными къ точкамъ С и Т образуютъ четыреуголь- 
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никь А’В'С'О’. Этотъ послёдн!Й вписуемь, потому что сумма дугъ, по- 
ловиною которой измзряется прямой уголъ Н'М@, равняется полуокруж- 
ности и эта же сумма, какъ легко показать, служить мёрою суммы 
угловъ А’В’О’ и С’О'А’; и точки пересфчея противоположныхъ сторонъ 
его Е и Е' лежать на прямой ЕЁ, какъ полюсы прямыхъ © и НК’, 
проходящихь черезъ полюсъ М прямой ЕЁ; слёдовательно, по доказан- 
ному центръ Р’ описанной окружности радтуса В’ лежитъ на прямой (О 
и мъето его опредзляютъ уравнен!я 


Р'М.Р')—(В’)? (9) 
м. ОР? (10) 


Но тавъ какъ, по предположению, существуютъ уравненя (1), (2) 
и (8), то существуеть и легко выводимое изъ нихъ урав. (3), откуда 
слъдуеть совпадене точекь Ри Р', а отсюда, по урав. (9) равенство 
радлусовъ В, и В,, т. е. совпадене "окружностей Ри» 


Точки Аи А', какъ легко показать, лежать съ одной стороны 
относительно К; слЪд. он$ не могутъ лежать на окружности Р и пря- 
мой ПА, не совпадая. И такъ какъ изъ одной точки къ данной окруж- 
ности нельзя провести болфе двухъ касательныхъ, то прямыя АО и АР! 
совпадаютъ, откуда слфдуетъ совпаденйе точекъ касаня К’и К, затЪмъ 
точекъ Н’и Н, которыя, по положению своему не могуть лежать на 
прямой КМ и окружности О не совпадая; такъ что четыреугольники 
А’В’С’О’ и АВСР совыъетятся. 


Теперь можно сдБлать построене вписанно-описаннато четыре- 
угольника АВСО независимымъ отъ лини ЕЕ. Взявъ на окружности Р 
произвольную точку О, проводимъ изъ нея къ окружности О обЪ каса- 
тельныя, которыя пересзкутъь окружность Р въ точкахь С и А. Изъ 
точки С проводимъ къ окружности О касалельную, которая пересвчетъ 
окружность Р въ точкЪ В и соединяемъ А съ В. Требуется доказать, 
что АВ есть касательная къ окружности 0. 


Проводимъ изъ А касательную къ окружности О, которая пересъ- 
четь ЕЁ въ точкЪ Е’и продолжимъ касательную АП до пересвченя съ 
ЕК въ точкь Е и изъ точекъ Е’и Е проводимъ вторыя касательныя къ 
окружности О, которыя, своимъ пересфченемъ въ точкз С’ и пересъче- 
нтемъ съ касательными АЕ’и АЕ вь точкахъ В’и О’, образуютъ четы- 
реугольникъ АВ’С'О’, по предыдущему, вписанный въ окружность”, 
Какъ и прежде доказываемъ совпадеше точекъ, О и ГП’: изъ этого, по- 
слдняго слфдуетъь совпаденте лийй ПС и ОС', Е Си С’, линий СВ 
и СВ’, точекь В и В’, а потому четыреугольники АВСОи”АВ’С' 
совмъетятея. В. Полтавиевь (Москва). 








Е. 9 


Сжат1е при распредзлен1и круговъ различныхъ дламетровъ 
въ ряды. 


( Окончаие ) *). 


8. Иллюстрируемъ сказанное численнымъ примфромъ. Возьмемъ 
систему круговъ В, радлусъ которыхъ положимъ равнымъ 1, и систему 
круговъ А, радлусъ которыхъ пусть равенъ 8, такъ что, какъ можно 
усмотр%ть изъ таблицы, помъщенной въ параграхЪ 6, между двумя кру- 
гами А, помвщается 3 кружка В, но уже не помфщается 4. Положимъ 
опять послвдовательно р=0,0, 0,1, 0,2, ит. д. и вычиелимъ соотвЪт- 
ствующия величины сжалйя по хормуламъ (13), (16), (18). Мы получимъ 
слвдуюция значеня величины с: 


р О 0 6—0, 0000 


о, 1 0,1967 
0, 2 0,2786 
0; 25 0,2191 
о, 3 0,2258 
0, 4 0,1579 
0, 5 0,1111 
о, 6 0,0769 
о, 1 0,0508 
0, 8 0,0308 
0, 9 0,0137 
1,0 0,0000. 


Наибольшее значене сжал1е иметь при р=0,2, соотвфтетвующемъ 
и—4т. 

'То-же самое мы бы нашли при иныхъ значешяхъ отношен!й ра- 
дтусовъ между смёшиваемыми кругами, и мы можемъ высказать слвдую- 
щее общее положенте: 

Наибольшее сжатие происходить при простых кратныать ‘отноше- 
4я25 между числомь смошиваемыхь круювь. 

А именно, если кружки В таковы, что ихъ помфщаетея # между 
кругами А, то наибольшее сжат1е происходить при "= т(-|-1)-. 

9. Мы выражали въ предыдущемъ разсуждени процентное содер- 
жане каждаго сорта круговъ въ см$си, считая ориио ‘число кружковъ 








*) См. „ВЪетникъ“ № 108 и 104. 


того и другого рода, каковы бы ни были ихъ размвры. Но для боль- 
шей аналоги съ химическими явленями и со способомъ выраженя хи- 
мическато состава намъ бы слбдовало выражать процентное еодержане 
не числа круговъ каждаго рода въ смвеи, адлины, занимаемой обЪзими си- 
стемами круговъ въ сумм длинъ, когда 0б% системы разематриваются 
отдЪльно. Выражаясь языкомъ, заиметвованнымъ изъ хими, мы можемъ 
сказать, что опредЪляли объемное содержане въ смеси ея составныхъ 
частей, вмзето взеового, которому въ нашемъ случав соотвзтетвуетъ 
содержан1е протяженай. Введемъ же новое опредлене процентнато со- 
держан1я, означивъ 


та ть 
Рпчитеив лосс ОИ 


Тогда величины Ри () будуть аналогичны вфсовымъ процентамъ 
составныхЪъ частей смЪфеи. 
Изъ Формулы 
© 
тряит=р:, 


| 


которая получается изъ только что написаннаго равенства, видно, что 
всЪ найденныя нами равенства, выраженныя черезъ р и 4 могуть быть 
переведены въ равенства, выраженныя черезъ Р и (@) простою зам$ною 


Р . 
р на — и ана 9. И такимъ образомъ мы получимъ сл$дуюшия хормулы. 


ь 
При 4:6<4. Сжате при Ра 
4, 
при Рб< Фа 
ср! } 
Ч 


При @:6>4 если между кругами А помфщается # кружковъ В. 








1. При 
0а< РЁ —0. 
2. При у 
а = И) Чи) } (@5- Рут 
3. При 7. 





Фа> РЫИ-Т) РС, 
@& 

ПВувето (@) можно было бы во воБхь этихъ®ормулахъ вставить 
Р._=1— 6, но он оть этого стали бы н%Ъеколько сложнзе. Во всякомъ 
случа и въ такой хормЪ видно, что сжеие выражается в5 видь ли- 
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нейной функизи оть количества Р, т. е. сжалле измёняется пропоршо- 

в : нально этому количеству. При этомъ коэФ- 

Фищенть пропорцональности мфняетея скач- 

ками при переход отъ одной Формулы къ 

другой, при указанныхъ  значеняхъ  вели- 
чины Р. 

10. Въ взятомъ нами численномъ при: 
мфрз при 4:6=8, наибольшее осжал1е про- 
исходить приР: 9—2: 1, а крутые повороты 
въ ожати при Р: 9—2: 1 иР:0=8:8. На 
Фиг. 24 и. 25 изображенъ грахически ходъ 
сжалля при обоихъ способахъ опредёленя 
состава смзси. При первомъ способЪ, посредствомъ величинъ р и 4, сжа- 

Фиг. 95. т1е возрастаетъь сперва по нзкоторой вы- 
пуклой лини АВ, потомъ въ маломъ про. 
межуткв отъ р^=0,2 до р=0,25 убываетъ 
по нЪкоторой другой кривой линш, весьма 
медленно, и наконецъ отъ р=0,25 до /=1,0 
убываетъ по вогнутой лини СО. При вто- 
ромъ способ опредфлен1я состава законъ 
измфнен1я сжатля выражается ломанною ли- 
нею, состоящею изъ трехъ отрёзковъ пря- 
мыхъ АВ, ВС, СО, изъ которыхъ первая 
Р= 0,0010.20.30.4 0.50.6 0.70.30.919 и послдняя падаютъ довольно быстро, сред- 

няя, занимающая малый промежуток отъ 




















›= 0.00.1 0.20 30.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.91.0 
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Р— з Ао Р=— Г 
11. Д. И. Менделъевъ установилъь слБдующие законы сжаля при 
смЪшени двухъ жидкостей, или при растворени твердаго тЪла въ 
жидкости. - 

1) Наибольшее сежат!е происходить при н®которомъ простомъ крат- 
номъ отношен1и между вфеовыми количествами растворителя и раство- 
ряемаго тЪла, выраженными въ химическихь паяхъ обоихъ тЪлъ. 

2) Измвнеше плотности раствора совершается не по одному и 
тому-же закону при всякомъ составЪ смЪси, а со скачками при нЪко- 
торыхъ проетыхъ кратныхъ отношен!яхъ между растворителемъ и рас- 
творяемымъ тзломЪъ. 

3) Въ промежуткв между двумя скачками разности плотностей воз- 
раетаютъ пропорцлонально процентному содержан1ю раствореннаго ве- 
щества, выраженному въ вЪсовой мёрЪ, или другими еловами графиче- 
ское изображеше измвненя плотностей съ измёненемъ процентнаго со- 
держаня состоить изъ нФоколькихъ отдЪльныхъ отрфзковъ прямь 
н1Й наклоненныхъ подъ разными углами къ горизонтальной“ оси, и не 
непрем$нно составлнющихъ одну непрерывную ломанную, диню. ` 

Законы эти предетавляютъ весьма близкую аналогно\ съ найденны- 
ми и указанными нами выше законами сжатя при сифшени кружковъ 
различныхъ маметровъ, Мы не должны ожидать цолнаго тождества, за- 
коновъ для обоихъ явленй уже по одному тому.” что разематривали 
кружки, и распредълен1е ихъ вдоль одной прямой, между тьмъ какъ 


убываетъ медленнъе. 





_лв 


растворы суть тфла, занимающйя пространетво трехъ измфревшй, и сжа- 
т1е при смъшен!и тфлъ можетъ представлять н®которыя чаетныя разли- 
шя отъ ежалйя при смъшени круговъ. 

12. Во всей нашей стать мы разематривали только наибольшее 
сжалзе при распредзлени кружковъ, т. е. ожате при наиплотнЪйшемъ 
распредълен!и ихъ. Не меньшай интересь въ н%Ъкоторыхъ отношеняхъ 
представляло бы изелъдовате средняю сжатйя. т. е. сжалйя при случай- 
номь распредвленши кружковъ. Положимъ, что мы имземъ сосудъ содер- 
жапий весьма большое число кружковъ А и В, въ данной пропорщи. 
Будемъ вынимать изъ этого сосуда ‘кружки наудачу, какъ въ лоттереъ, 
и укладывать ихъ подрядъ въ томъ порядкз, въ которомъ они появятся. 
Уставивъ такимъ образомъ т кружковъ А и и кружковъ В, мы полу- 
чимъ въ результат ‘нЪкоторую длину, которая будетъь вообще говоря 
меньше чёмъ сумма длинъ, занимаемыхъ этими кружками въ отдфль- 
ности, но больше чЪмъ длина, занимаемая ими при наиплотн®йщемъ рас- 
предвлении. Величину получаюцщагося при’этомъ случайнаго сжал1я можно 
опредълить, пользуясь извзетными основными теоремами теор1и взроят- 
ностей или теория комбиналай. Но мы не будемъ останавливаться здЪсь 
на этой задачЪ. 

Можно было бы раземотрфть еще сжате при н%Ъкоторыхъ допол- 
нительныхъ ограниченяхъ относительно. распредвлен1я кружковъ. Про- 
водя аналогию между нашими кружками и химическими атомами, мы мо- 
жемъ сказать, что можно было бы изслёдовать сжате при распредвлени 
атомовъ въ большия или меньшия частицы, т. е. при томъ уелови, 
чтобы кружки того или другого рода распредлялись непремённо попарно 
или группами по три, по четыре и т. д. Въ этомъ случаз оказалось бы 
конечно, что наибольшее сжат!е было бы меньше чЪмъ при свободном 
распредълени, но снова обнаружилея бы законь простыхь кратныхь от- 
ношешй, и при томъ съ большимъ разнообраземъ этихъ отношенйй, 
чфмъ прежде. Точно также сохранился бы и законъ пропорцональности 
сжалля процентному содержанию кружковъ одного рода въ смЪси въ пре- 
дълахъ правильныхъ измфнен!й сжалля, ‘т. е. между каждыми двумя скач- 
ками, опредвляемыми относительными разм$рами кружковъ. 

Наконецъ можнс бы еще обобщить задачу, разсматривая см$си не 
двухъ, а большаго числа системъ кружковъ различныхъ д!аметровъ, или 
даже большого числа кружковъ, между которыми нфтъ двухъ равныхъ, 
и т. п. Но наибольший интересъ представляеть весе таки проетЪйпий 
случай, изученный нами ни предыдущихъ страницахъ, и обобщен!е за- 
дачи не привело бы вЪроятно къ новымъ простымъ законамъ сжатя, 

. помимо указанныхъ выше для простьйшаго случая. А, 
1. А. Клейберь (6иб.. 








ПРОСТЫЕ ФИЗИЧЕСКТЕ ОПЫТЫ и ПРИБОРЫ. 
1. Построен!е ахроматической комбинации призму. 


Изъ закона Декарта-Снелллуса сдфдуетъ весьма простой способъ 
\Гюйгенса) построеня. хода луча при переходв его изъ одной средины 


съ показателемъ преломленя т въ другую съ показателемъ преломлен!я 
п. Пусть ОО’ (®иг. 26) есть плоскость, раздвляющая 06% средины; 50 
направлене падающаго луча. Около точки 
О опишемъ дв концентрическ!я окружно- 
сти радтусами т и и. Продолжимъ на- 
правлене падающато луча до точки А 
встрзчи его съ окружностью 2; изъ 
точки А проводимъ АА’ пернендикулярно 
къ плоскости 00’; точка А’, гдз АА’ 
встрёчаеть окружность я, опредвлить на- 
` правлене ОД’ преломленнаго луча. Ибо 


Эт и _А'О бшСАО 
Зи\“ т АО’ ЗШСА’О 


Фиг. 96. 








если АД’ параллельна ОМ. 

На основани того же правила легко построить ходъ лучей въ 
призмв. Если 50’ есть лучъ падающий, параллельный 80, то О’А", па- 
раллельная ОА’, есть направлен!е луча въ призм%. Направлене выхо- 
дящаго луча АВ" найдемъ, проведя А’В перпендикулярно ко второй 
грани призмы ОА“. Точка В пересечения А’В съ окружностью % опредз- 
литъ направлене ОВ, параллельное выходящему лучу АВ". 

Задача построения ахроматической комбинап1и призмъ заключается 
въ слёдующемъ: дана призма съ преломляющимь угломъ @, сдЪланная 
изъ такого вещества, что показатели преломлен1я для двухъ какихъ либо 
лучей спектра суть и #". Требуется отыскать преломляюций уголь 
8 другой призмы изъ другого матер1ала такой, чтобы оба вышеуказан- 
ные луча спектра, пройдя и черезъ вторую призму, вышли поелв пре- 
ломленя въ ней параллельными между собою. Показатели преломлен!я 
для обоихъ лучей во второй призм суть т’ и т". Построеше изобра- 
жено на Фиг. 27. Пусть лучъ входитъ въ призму изъ пустоты, которой 
показатель преломленя есть 


Фи той 1. Изъ точки О проводимъ 

м окружности радтусами 1, %’, 

у". п", т и т’. Пересвчеше 

продолжен!я падающато лу- 

и т ХК ча ОБ съ окружностью 1 






есть А. Черезъ А прово- 

димъ перпендикуляръ_ къ 

трани призмы ОМ; пере- 

ху сЪчене этого перденхику- 
Ку ляр& съ окружноетями я’ 
и и” въ точвахь В’ и В" 
опредвлить'Направлене лу- 

чей ОВ’ и ОВ” въ первой 

призмв. Во второй призм т5-же лучи имвютъ направаене ОС’ и ОС", 
причемъ точки С’и С” суть пересвченя линй С’В’”’и С"В", проведен- 
ныхъ перпендикулярно ко второй грани призмы, съ окружностями т’ и 
. Уголъ С’С”В"” есть искомый преломляющий уголь 8 второй призмы; 


‚ 









А. 


ав, } и 
И ——\ р р 
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ОР есть направлене луча по выходЪ изъ второй призмы, такъ какъ 
СР перпендикулярна ко второй грани второй призмы, Воть нЪкоторыя 
числа, могупия служить при построенш полыхъ призмъ съ различными 
жидкостями. 


Оърнистый умеродь. ... . . Пок. прел. для храунг. лин.С=1,624. (т’) 
Е. я И и’ Е—1,658. (”) 


О ПЕ ПИ Е Е „ 0=1381. (”’) 
ый яя ы „ Е=1,331. (м") 
Рени: вароко озона 3 ат м 0—1,495. 
АО ъ Е—1,519. 
Раствор. хлор. кальц. (плот. 1,3) ох ов ‚ С=1,414. 
ы я ы „ Е—1,423. 


ТУ. Поетроен!е призмы & у1510п @теве. 


Задача заключается въ томъ, чтобы построить комбинацю въ 
простьйшемъ случав изъ трехъ призмъ, обладающихъ тёмъ свойствомъ, 
что какой либо лучь, напр. желтый, послЪ прохожденя черезъ нихъ 
выходить по направлентю параллельному первоначальному. Пусть одна 
изъ призмъ съ преломляющимъ угломь ВОВ'=28 (фиг. 28) сдълана изъ 

ОВ: матерала, показатель преломле- 
ня котораго по отношеню къ 
х желтому лучу есть %%. Отыщемъ 
преломляющий уголъ 9, который 
должны имЪть дв другия призмы, 
сдвланныя изъ матер1ала, пока- 

| затель преломлен!я котораго по 
й отношенйо къ желтому лучу есть 
м и ыы п. Такъ какъ по услов!ю задачи 
падающий лучъ а’5' и выходяний 
аЗ параллельны, то велёдетве 
симметричности чертежа, 65' также параллельна а. Въ такомъ случаз 
ходъ лучей будетъ тотъ же, какъ и въ томъ елучав, если бы лучъ шелъ 
по ломанной 645. Построен1е будеть слвдующее: проводимъ ОХ, дёля- 
щую уголъ 28 пополамъ, и ОМ ей перпендикулярную. Около точки О 
описываемъ окружности радтусами 1, % и, считая показатель прелом- 
лен1я воздуха за 1. Изъ М ведемъ перпендикуляръь къ ОВ; получимъ 
направлене ОР луча въ призмЪ а. Соединяемъь Р съ Н и возетавляемъ 
къ РН перпендикуляръ АРВ до встрёчи съ ВО. Уголь АВО Оу 
искомый. 
Воть н5которыя числа. 








Показ. преломл. луча О для воды. .... .1,332. 

м ыы › а для сФрнист. углер. 1,638, 

о = „, э Ажя бензина. ... .1.5.С 

: я „ эл для хлориет. калымя . 15411. 
(пл. 1,3). ©°\® 


Сдълавъь указанныя построен1я, какъ видно, ‚нетрудно устроить 
изъ полыхъ стекляныхъ призмъ, какь т ахроматическую, такъ и 
& у1з100 атеее. Л. Корольковь (Клевъ). 
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КЪ ДВЛИМОСТИ ЧИСЕЛЪ ВИДА 
1071. 


Ф. 10185--1—8353.449.641.1409.69851. 


Это равенство легко повзряется непоередственнымъ умноженемъ. 

2. Прежде чъмъ приступить къ разсмотрён1ю второго случая дъли- 
мости, одвлаемъ нфеколько предварительныхъ зам чанай. 

Если при цфлыхъ @ и`М полиномъ %(а), заключающий цфлыя по- 
ложительныя степени @ съ цфлыми коэфхищентами, дЪлится на М безъ 
остатка, то по предложеню Гаусса, это выражается хормулой 


{а)=0(то4. М), 


причемъ самая Формула получаеть назване конгруэнцйи модуля М. 

Укажемъ слБдующия свойства конгруэнщй, непосредственно про- 
истекаюния изъ общеизввстныхъ алгебраическихъ теоремъ: 

1) Въ конгруэнши %(а)=0(во4. М)} можно изм®нить знакъ поли- 
нома $(@), не нарушивъ конгруэнщи. 

2) Алгебраическая сумма н5сколькихъ конгруэнщй одного модуля 
М есть конгруэнщя того же модуля. 

3) Если существуеть конгруэнщя $(9)—0 (то@. М), то существуеть 
и конгруэнщя 75(9)==0(то@. М), гдЪ и есть произвольное цзлое число. 

4) Если существуеть конгруэниля 25(9)=0 (шо. М), то конгруэнця 
%(а)==0 (то4. М) существуетъ въ томъ случа, когда я и М суть числа 
первыя между собою, слЪдовательно всегда, если М есть число перво- 
начальное. 

5) Если существуютъ конгруэнщи (4) О(по4. М) и М-0О(тоа. №), 
то существуегь конгруэнщя $(а)-=О(то4. №). 

Когда, $(а) есть биномъ, то конгруэншя ‘(а)==0 (то. М) назы- 
ваетея двучаенной. Изъ свойствь двучленныхь конгруэнщй докажемъ 
слздующее: изъ двухъ двучленныхьъ конгруэншй одного модуля М, за- 
ключающихь въ себфЪ одно и то же алгебраическое количество а, можно 
исключить это поеслфднее, т. е. образовать новую двучленную конгруэн- 
цю модуля М, этого количества не. содержащую. 

Пусть мы имЪемъ двЪ двучленныя конгруэнии 


а --с”=0 (то4. М) © Х 


а’аР--е‘=0 (шой. М), 





изъ которыхъ требуется исключить а. 
Элементарная Алгебра доказываетъ слъдующия `конгруонщи 





а?"—?"—0 [шо4. (@+5)] 


а" ф"+1—0 [тоа. (а-=5)], 
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во второй изъ которыхъ должны быть взяты одновременно оба + или 
оба —. СлБдовательно по пункту (5) конгруэнщя 


а+6=0 (по4. М) 


для всякаго цфлаго % имЪетъ слвдотыемъ конгруэнцю 


а" "=0 (то4. М), 


гдз знакъ передъ 6” зависитъ какъ отъ знака передъ 6 въ данной кон- 
груэнцли, такъ и отъ четности или нечетности 7. 
Разумвя подъ р наименьшее кратное чисель К и и и положивъ 
в и Р —=ф мы извлечемъ изъ двухъ данныхъ конгруэний двЪ новыя 
п 


аб с"=0 (шоа. М) 
атат--е 0 (тоа. М) 


и, умножая первую изъ нихъ на.427, вторую на 6, затфмъ вычитая 
вновь полученныя конгруэнцли, имземь новую 


зат 86-0 (шой. М), 


а не содержащую. Знакъ передъ 5%ей въ этой послЪдней конгруэнщи 
зависить отъ знаковъ -= въ двухъ данныхъ, а также и отъ того, бу- 
дуть ли числа $ и # четными или нечетными. Замзтимъ, что по свой- 
ству наименьшаго кратнаго они суть чиела первыя между собою и 
оба четными быть не могутъ, 

3. Приложимъ вышесказанное къ доказательству контруэнщи 


10356-|-1==0 (шо4. 10753), 
гдз модуль 10753 есть число первоначальное. 


Установимъ систему легко повзряемыхъ конгруэншй одного мо- 
дуля 10758, котораго, для краткости, мы обозначать не будемъ: 





(4) 143.120. 

(2) 12.28.5.41—83=0, 

(3) 53.13-|-2.32.14=50. 

а)’ 5..3.5.198—1.14 0. 

(5) 5.21 19.30. < 
(в) 5.81.-2.1.1850; “0 


(7) 132--23.33.7=0. 
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Исключая 19 изъ конгруэншай (4) и (5), имъемъ 





(8) 53.223-35.1.11=0. 
Исключая 13 изъ конгруэнщй (6) и (1), имземъ 
(9) 52.31-25.10. 
Исключене 11 изъ конгруэнщй (2) и (8) даетъ 
(10) 5+.225.1 — 38=0. 
По исключенш 11 изъ конгруэнцай (2) и (3), получаемъ 
(11) 542311-|--38=0. 
Исключая 3 изъ конгруэнщй (10) и (11), имземъ 
(12) 222-|-16—0 

и исключая то же число изъ конгруэнщйй (1) и (10), получаемъ 
(13) 2971954—1—0 

наконецъ, исключешемъ того же числа изъ конгруэншай (1) и (9), находимъ 
(14) $ 2104115 52=0, 
Исключеше 7 изъ конгруэнций `(12) и (13) хаеть 
(15) 226053 1—0 

и исключая то же число изъ конгруэнщй (12) и (14), получаемъ 
(16) 2318-|-54—0. 
По исключени 5 изъ конгруэншй (15) и (16), находимъ 
(17) 2896 1—0. 
Представляя конгруэншю (15) въ видЪ 
(18) 108.2252-|-1=0 

и, исключая 2 изъ конгруэншй (17) и (18), имъемъ искомую 
(19) 10:56-|-1 —0 (шо4. 10753). 


В. Полтавиевь (Москва). 
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Отчеты о зас®данляхъ ученыхъ обществъ. 


Засфданя математическаго отдфла Учебно-Воспитательнаго Комитета Педагогическаго 
Музея въ С.-Петербург. 18%/. учебнаго года, 29 ноября. 

А. Д. Путята показать возможность получен!я элементарнымь путемь фор- 
мулы для суммирован1я произведен! чиселъ натуральнаго ряда. 

И. М. Травчетовь показалъ пр1емы ознакомления учащихся съ понямемь о 
числВ, какъ предЪлЪ чисель возрастающихъ или убывающихъ, и съ простфйшими 
свойствами числовыхь рядовъ. 


15 декабря. 3. Б. Вулижь ознакомиль съ сочиненемъ Рейдта „АШейиюе 2ат 
табпешайзсвеп Олщегт1сВ6 ап убегеп Эсьшеп“. 

С. И. Шохор-Троиий указаль какимь образомъ можно уяснить учащимся 
причины, почему извфстному дфйств!ю съ дробями придаютъ назваше „умноженя“. 

П. А. Литвинсюй сдЪлаль обзоръ малемалической бибмографли за истекпий 
учебный годъ (по работ% В. Н. Тресковскаго). 

Ршено устроить въ П. Музеф бибмографическай каталогь выходящихь книгъ, 
который ежемфеячно обЪщалъ пополнять новыми свфдЪньями Вл. Н. Тресковскй. 

Секретарь матемалическаго отдфла /[. Литвинскй. 


ЗАДАЧИ. 


№ 131. Вывести Формулу объема треугольной, уевченной парал- 
лезьно основанию, пирамиды 


У=@в---увь)5, 


дополняя пирамиду до призмы, имвющей съ ней обпия основане, одно 
изъ боковыхъ реберъ и высоту. М. Чубинскй (Воронежъ). 


№ 132. Въ прямоугольномъ треугольник АВС изъ вершины пря- 
мого угла В опущенъ на гипотенузу АС перпендикуляръ ВО. Найти на 
гипотенузВ такую точку Е, чтобы 


ВЕ?--ЗВО2—=АС?. 
Указать друг1я свойства прямой ВЕ. Ш. 


№ 133. Дана прямая ММ и окружность центра О и ращуса В, 
Найти отношене радтусовъ хи х, двухъ ‘окружностей, касательныхъ къ 
прямой ММ въ одной и той-же произвольной ея точкз Р, и касательных 
также къ данной окружности О. У. 


№ 134. Рьшить систему уравненй 





о и > 
(«Ру 250(уз-уу У 


Н. Картовь (Златополь). 














№ 135. Рьшить уравнене 
24—44 3—0. 
Такимъ же премомъ рьшить уравнене: 


п? 9 


1) ие и — 


и второе, еще боле общее: 


р 


2) д и В О 


и" Свъшниковь (Троицкъ). 


№ 136. Даны точки А и В и между. ними двЪ параллели СО и ЕЁ. 
Провести сЪкуппя АХУ и ВИХ (черезъ Х, У, И обозначены точки пе- 
ресвченя съ параллелями) такъ, чтобы отрёзки ИХ и ЛУ были 
равны. И. Александровь (Тамбовъ). 


МВ. Просимъ не см$шивать этой задачи съ задачею того-же автора, пом$- 
иенной въ № 104 „ВЪстника“ подъ № 192. 


№ 137. Показать, что сумма квадратовъ сторонъ гармоническаго 
четыреугольника равна удвоенному произведеню двухъ мешанъ*), вы- 
ходящихьъ изъ концовъ какой либо стороны и продолженныхъ до ветрзчи 
съ оцисанной около четыреугольника окружностью. 
И. Пламеневскай (Темиръ-ханъ-Шура). 


РЫЬШЕНИЯ ЗАДАЧЪ. 


№ П (2-ой серш). Въ кругь О вписанъ косоугольный треуголь- 
никъ АВС; черезъ его вершины проведены л!1аметры АУ, ВЕ и СК; точки 
О, Е, Е соединены съ ближайшими къ нимъ вершинами треугольника. 
Доказаль, что площадь полученнаго такимъ образомъ вписаннаго шести- 
угольника вдвое больше площади треугольника АВС. 

МВ. Справедливо ‘ли это для случая, когда центръ О описанной 
окружности лежитъ внЪ треугольника? 

ДАВС равновеликъ четыреугольнику ВКАЕ, потому что ЛОВС 
равновеликь ЛОВЕ, ДСАО равновеликъ ЛЕАО и ДВАО равновеликъ 
ДЕАО. Но ВЕАЕ—1/, ВЕАЕСО, потому что 

АВОО=дАЕОА, ДООС=дЛАОЕ и доок- ЕО З 


; 





отсюда слЗдуетъ, что и площадь /Л\-ка АВО—У,ВРАЕОР, что и требо- 
валось доказать. 





*) См. зад. № 101 въ № 101 ‚,ВЪстника‘’ и № 123 въ № 104 ‚„Вфетника“.- 
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Если О лежитъ вн Л-ка АВС, то доказанная теорема не имзетъ 
мЪета, что видно изъ чертежа. 


Н. Волжовь, М. Балдинь 2-0й и М..Б—вь (Спб.), А. ИП. и Н. Николаевь (Пен- 
за). Ученики: 6-ой Сиб. г. (6) Н. М., 3-й Московск. г. (6) Н. С., Урюин. р. уч. (7) 
П. У», Курск. г. (6) Л. Л., Житомир. г. (6) М. А., Кам.-Под. г. (8) Я. М. 


№ 235. На двухъ данныхъ отрзкахъ, не лежалцихъ на одной пря- 
мой, построить два подобные и обратго расположенные треугольника 
такъ, чтобы они имфли общую вершину и чтобы данные отрЪзки были 


соотв тетвенными сторонами. 
Пусть данные отрёзки будуть АВ и СО; соединяемъ накресть А 


оъ Ор иВ съ (С; прямыя АО и ВС пересъкаются въ М; проводимъ 
окружности: одну черезъ А, В и М, другую черезъь С, Ри М; эти ок- 
ружности имъютъ еще и другую общую точку Е; А-ки АЕВ и СЕР и 


суть искомые. 
Въ самомъ дЪлв очевидно, что ХАЕВ= /СЕО, кромЪ того изъ 


подоб!я треугольниковъ АЕО и ВЕС слфдуетъ, что 
АЕ’ Е 
ИВО ИО 
.А. Бобятинскй (Барнаулъ), С. Блажко (Москва), В. Соллерти нсьй (Гат 


чино), Л/ясковь (Слонимъ) Д. Левандо (Кишиневъ), П. Овъшиниковь (Троицкъ), (. 
Кричевский (Харьковъ), Н. Волковъ (Сиб.). 


№ 397. Рьшить систему уравненй 
ии 
у?-Руг--2==а?, 
Рада =2. 
Вычтя второе уравнене изъ перваго и третьяго, получимъ 
(ег) (ау а 
(х—у(е-Ну-Нед=—а?. 
Положимъ 


тогда 


(я—ет=е—@?.... 





( х—удт=6?— ак в 


Изъ (1), (2) и (3) опредвляемъ х; уиг 


о... 20 


ОЗОН Ао? 











З3т х 
772 2 2.92 
т мА хо а) 
ра 9 
жь я Зи 


Подетавивъ въ одно изъ данныхъ уравненй полученныя значен1я 
для д, У и, будемъ имБть биквадратное уравневле относительно 1% 


т — (ас? т (а-я с*— а —алс* $) —0, 
откуда 


мя у аку Зебра авт ясен) 
ы с Азы А ан 








Зная 2 легко опредзлить %, уи 2, подставивъ въ выражен!я (@) 
виЪето 7и— его значене. | 

А. Шульженко (Калевъ), Н. Волковь (Сиб.). Ученики: 1-ой Сиб. г. (7) 4. Е, 
ЕВевск. р. уч. (6) А Ш. 


№ 515. На какомъ разетоянш оть земли по направленю лини» 
соединяющей центры земли и луны, должно находиться тЪло, чтобы оно 
не падало ни на землю, ни на луну. Массу луны можно принять ЕЕ 
массы земли, а разстояне луны отъ земли 60,157 земнымъ радтусамъ. 

Для того, чтобы т№ло, находящееся между землею и тлуною, не 
падало ни на одну ни на другую, необходимо слвдующее услове: квад- 
рать разетоявя этого тфла отъ земли долженъ быть во столько разъ 
больше квадрата разетоянйя его отъ луны, во сколько масса земли 
больше массы луны, т. е. 

2 :- =81/ 
(60,157. 2)? я» 


гд 2 разстояне тЪла отъ земли; извлекая корень квадратный изъ 0б%- 
ихъ частей, получаемъ 


их 
60,157—2 ' 
откуда 4—54,1413 земнымъ радтусамъ. 







Н. Кастеринь (?), В. Шидловский (Полоцкъ), Н. Волковь (Спб.), 
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